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WSTEP

Nazwé reologia wprowadzit wediug M.Reinera /37/ w 1928 r.

w USA Bingham. Reologie rozumiana pierwotnie jako nauka o piy-
nieciu ciat, od greckiego "rheo" - piyngé, miala /Wolarowicz
/48//: "... badaé gléwnie zagadnienia deformacji i piyniecia
ratwo odksztalcalnych materiatéw, tj. lepkie piyniecie cieczy,
anomalie piyniecia i plastycznodé koloidéw, a takze zjawiska
relaksacji, opdznienia sprezystego i tiksotropii w osrodkach
rozdrobnionych". Takim rozdrobnionym, wieloskladnikoﬁym oérod-
kiem Jest gleba, zmieniona dodatkowo przez zachodzgce w niej
procesy organiczne. Ziarna okruchéw mineralnych tworzgce
"gzkielet" gleby nie sg na ogé% powigzene ze sobg w sposéb do-
statecznie trwaly, a w niektérych rodzajach gleb utozone sg
zupetnie swobodnie obok siebie /np. gleby piaszczyste/. Wza-
Jjemne ulozenie ziaren jest zupeinie dowolne, podobnie jak ich
ksztalt. W porach migdzy ziarnami znajduje si¢ gaz lub ciecz,
bgdsz tez i gaz 1 ciecz. Oznacza to wyraznie wystepujgca u wiek-
szoéci gleb zdolnosé do odksztalceh objetoSciowych, z reguty
nieodwracalnych, z drugiej zaé strony wskazuje na podstawowg
role, jaks w procesie odksztatcania sig¢ gleb musi odgrywaé za-
wartoéé w porach gazu lub cieczy. Dlatego rdézne gleby posiada- -
jga w réznym stopniu wszystkie wtasno$ci reologiczne: sprezys-
tosé, lepkosé, plastycznosé. Poza tym niektdre gleby odznacza-
ja sie zdolnoScig do nagtych zmian wtasciwosci /struktury, ob-
jetosel, konsystencji/ pod dziataniem obcigzen i dodatkowych
czynnikéw fizycznych /wstrzgsy, nawilgocenie/.

Gleba wiec, ze wzgledu na swoja zlozong strukture, jeszcze
bardziej rézni si¢ od ciata idealnie spresystego niz wszystkie
inne ciata, z ktérymi ma do czynienia wspbéiczesna technika.

Cialo sprezyste odksztaica si¢ natychmiast i odksztatcenia
jego nie zmieniajg sig przy stalych sitach dzialajgcych na te
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ciata. Mozna tez badaé w taki sam sposéb ciata niesprezyste,
pod warunkiem ze po przylozeniu obcigZenia i doprowadzeniu
ciepta przerwie si¢ obserwacj¢, a wznowi si¢ ja dopiero wow-
czas, gdy po okresie zaburzen spowodowanych procesami nieusta-—
lonymi nastqpi stabilizacja stanu ciata. Takie badanie jest
mozliwe, gdy przebiegi nieustalone konczg si¢ w stosunkowo
krétkim czasie, gdy jednak trwajgq diugo /np. pelzanie, osiada-
nie, relaksacja/, to pomijanie okresu nieustalonego bytoby nie-
wlasciwe., Wprowadzenie czynnika czasu do réwnan stanu staje
si¢ wiec niezbedne. Kroku tego w odniesieniu do wszelkich ma-
teriazéw dokonano w reologii. Na podstawie powyzszych uwag
mozna. wigc okreslié reologie jako nauke o procesach nieustalo-
nych /ktéryéh szczegdlnym przypadkiem sg procesy ustalone,
zréwnowatoné/, zachodzgqcych w materiatach pod dziataniem czyn-
- nikéw mechanicznych i termicznych.

W ciatach rzeczywistych poddanych dziataniu naprezehr wyste-
puje zjawisko zwane rozproszeniem /dysypacjq/ energii w czasie
odksztalcania. Pojgcie odksztalcenia stosujemy zaréwno do
scharakteryzowania caiego stanu przemieszczern punktéw ciata,
Jak i do okreslenia chwilowego /w dowolnej ustalonej chwili
czasu/ stam ciata w trakcie procesu odksztalcania. Dopdki nie
zostanie osiggnig¢ta stala predkosé odksztalcenia, poszczegdlne
punkty ciala doznajg przyspieszei. Podstawowa wlasnosé cial
rzeczywistych polega na tym, ze dla utrzymania w nich stalego

- odksztalcenia lub tez przyrostu odksztalcenia oprécz sit przy-
spieszajqcych czqstki ciala powinny byé przyloizone sity dodat-
kowe. W wielu przypadkach dla utrzymania odksztatcenia stalego
/przypadek relaksacji naprezen/ potrzebne jest dzialanie na
ciato okreslonych sil w ograniczonym lub nieograniczonym okre-
sie czasu. Ciala, dla ktérych takie dzialanie sit jest niepo-
trzebne, nazywamy piynami lub gazami w odréznieniu od innych
cial zwanych cialami stalymi. Hohenemser i Prager /15/ oraz
Kisiel /20/ proponujq bardziej Scisiag definicje ciata stalegos
"Cialem statym nazywany bedzie uklad materialny, ktérego od-—
ksztatcenia pozostaja ograniczone i skonczone pod dzialaniem
ograniczonych i skoiiczonych obcigZen, niezaleznie od czasu, w
ciggu ktérego obcigzenia dziatajq na cialo". W warunkach rze-
czywistych nie ma cial stalych w sensie tej definicji/ jak
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stwierdza Reiner /36/: "Wszystko piynie, jesli jest na to dosé
czasu"/, jest ona jednak wygodna do ﬁatematycznych rozwazan,.

W ciele doskonale spreﬁystjm dla utrzymania dokonanego juz
odksztalcenia w ciggu dowolnego okresu czasu trzeba utrzymaé
takie obcigzenia, ktére dzialaly w.ostatnim momencie procesu
odksztatcenia, Jednak w energii dostarczonej dla utrzymania
tego stamu ciala, na ktérym zatrzymal sie proces odksztalca-
nia, nie zajdq Zadne zmiany. Zachowanie si¢ ciata doskonale
sprezystego w procesie odksztatcania nie zalezy od predkosci
odksztatcenia. Proces odksztalcania takich cial moZna przed-
stawi¢ w ujeciu termodynamiki fenomenologicznej jako ciagly
zbibér stanéw réwnowagi, w ktérych naprezenia zalezg tylko od
wartodci odksztaicenia, a nie zalezg od predkosci, przyspie-
szeh lub od czestosci odksztalcehr w ruchu drgajgcym. Uktad Wy~
tworzonych w ciele napreiehr doktadnie wyznacza ukad obcigzen
wywolujacych odksztacenie. Odksztalcenie zmienia sig doklad-
nie w ten sam sposéb przy odcigzaniu, jak nastgpowal jego
przyrost przy obcigzaniu, tj. przy cyklu obcigZenie—odcigZenie
nie uzyskuje si¢ petli histerezy. Odksztalcenie jest wigc pro-
cesem odwracalnym. Z energetycznego punktu widzenia nazywamy
takie cialoukiadem zachowawczym /nie ma dysypacjil energii/.
Jezeli takie ciato sprezyste podlega prawu "Hooke'’a, tzn. za-
chodzi dla niego &cista proporcjonalnosé miedzy naprezeniem i
odksztalceniem, to nazywa sie¢ je ciatem liniowo spezystym.

W cieczy kazde nowe przemieszczenle punktéw wyznacza jej
nowe polozenie réwnowagi. Skoro dla utrzymenia danej konfigu-
racji cieczy nie trzeba Zadnych sil, to przylozenie juz nawet
najmniejszej sily wywotuje jej odksztaicenie. W wyniku samody-
fuzji zmiany wzglednych potozen punktéw materialnych zachodzg
samorzutnie i bez przerwy. Wobec braku okreslonego ksztaltu
nie mozemy méwié o odksztatceniu cieczy w sensie statycznym.
Zatem taki proces odksztalcenia jest procesem nieodwracalnym.
Nie mozemy wigc w cieczy akumulowaé %adnej energii odksztalce-
nia. Dlatego proces odksztatcenia, tzn. wymszone przechodze-
nie cieczy przez szereg lokalnych nieskoficzenie bliskich sta-
néw réwnowagi z dang predkosciy, wymaga przylozenia pewnych
sit. Pochlaniana w takim procesie nieodwracalnym praca zamie-
nia sie¢ na cieplo. W najprostszym przypadku tzw. cleczy Newto-
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na zachodzi Scista proporcjonalnosé miedzy ciénieniem a pred-
koécig odksztalcenia postaciowego.

Wyrézniamy dwa skrajne przypadki cial idealnych: cialo sta-
te doskonale sztywne i clecz doskonalg. Materialy rzeczywiste
mieszczg si¢ miedzy tymi przypadkami granicznymi. Zmieniajac
temperature i cisnienie mozna spowodowaé piynigcie kazdego
ciata. Mimo réznorodnosci wszelkich mozliwych charakterystyk
i mozliwych rozwojéw struktur w praktyce méwi si¢ o dwdch za-
sadniczych rodzajach ciat: statych i cieklych., Ciata posred-
nie, wykazujace zaréwno cechy jednych jak i drugich, nazywamy
ciatami lepkosprezystymi. Zdolne one sg do akumulowania czesci
energii odksztatcenia, jak i do jej rozpraszania, poddane cyk-
lowi obcigzenie—odcigzenie dajg petle histerezy. Réznica mig-
dzy pracg wtozong w proces odksztalcenia przy obecigZeniu a
pracg zwrdcong podczas odcigZania jest réwnowazna energii roz-
proszonej. Za rozproszenie energii czynimy odpowiedzialnym
tarcie wewnegtrzne, czyll opdér stawiany przemieszczaniu sie
jednej warstwy cieczy po drugiej. Energia dysypowana w ciele
lepkosprezystym jest réwnowazna pracy sil tarcia wewnegtrznego.
Ciata takie poddane statemu napre¢zeniu "piyng" powoli w cza-
sie. Proces takiego piyniecia nazywa si¢ pelzaniem. Précz tego
obserwujemy w tych clatach zjawisko odpre¢zenia sig¢ ciala w
czasie, zwane relaksacjg naprezen. '

Jezelli uwazamy cialo za nieziarniste, tzn. jednorodne i po-~
zbawione struktury, to takie podejécie nazywa sie makroreolo-
gicznym. W rzeczywistoéci jednorodne sg tylko plyny i pojedyn~—
cze krysztaly. Wiekszosé ciat jest niejednorodna albo quasi-
jednorodna, tzn. ma strukbure, chociaz nie zawsze jest ona wi-
doczna bezpoérednio. Czesdé reologii, ktéra uwzglednia struktu-
r¢ nazywa sie mikroreologige. O sumarycznym stanie odksztatce-
nia ciata lub relaksacji decyduje stan struktury. Niejednorod-
noéé struktury sprzyja niejednorodnosci odksztatceh 1 naprezen
ziaren 1 ich czeéci. W ciele takim po kolejnych stanach obeig-
zeh i odcigzeh pozostaje "historia™ w postaci odksztalcen i
naprezen wstepnych /wkasnych/, ktére w szczegdlnych przypad-
kach mogg przybieraé duze wartosci. Z uplywem czasu powstake
naprezenia lokalne mogg relaksowaé — "historia" zmienia sie.

Tam gdzie naprezenia sg dostatecznie duze w pordwnaniu ze



spéjnoscig, nastapié moze utrata spéjnosci, a przy powstaniu
mikroszczelin powrdt odksztatcenia do stanu wyjsciowego staje
si¢ niemozliwy, Gdy te zmiany nabierajg charakteru makroskopo-
wego, méwimy o osiggnieciu granicy plastycznosci. Piynigcie
plastyczne powstaje w ciele stalym pod wplywem naprezed stycz—
nych przekraczajacych okreslong warto$é, a ustaje, gdy napre-
zenia zmalejg ponizej krytycznych. Ponadto plyniecie plastycz-—
ne charakteryzuje sie tym, ze wartosé energii dysypowanej za-
lezy w znacznie wigkszym stopniu od granicy plastycznodci niz
od predkoéci odksztalecenia, gdyz wielkosé¢ i ruchliwosé lokal-
nych obszaréw piyniecia zmienia sig¢ ze zmiang obcigzenia.

Dla odksztalcen okresowo zmiennych przesunigcie fazowe mig-
dzy wartoscia odksztalcenia i jego predkoscig moze wynosié 909,
gdys szybkosé odksztatcenia osigge maksimum przy minimalnych
odksztatceniach, natomiast jest minimalna przy odksztalceniach
bliskich maksimum. Jezeli wigc zmiany wewnetrzne sg zwigzane
2 wartoscia odksztatcenia, to majg nature sprezysta, Jjesli zas
sg zwigzane z predkoscig odksztatcenia - ujawni sie ich cha-
rakter lepki.

W ostatnich latach ukazalo si¢ wiele prac o termodynamicz—
nej teorii "materialéw z pamiecia" /1, 7, 8, 13, 27, 31, %2/.
Autorzy wykorzystujgq rozbudowane metody geometrii analitycznej
i rézniczkowej, interpretujgc geometrycznie naprezenia i od-
ksztaicenia jako tensory w tréjwymlarowej przestrzeni kartez-
Janskiej bgdi jako tensory podwéjne w dwdch przestrzeniach
n-wymiarowych. Pierwsze z tych matematycznych pode j&é do za-
gadnien reologii znane jest w mechanice osrodkéw ciagiych. Za~
tozenie cigglosci oérodka wymaga, aby cialta byly brytami geo-
metrycznymi wypelnionymi materig w sposéb ciagly. Osrodek
ciggly jest matematyczng idealizacja, chociazby z powodu ato-
mistycznej budowy materii - rozwazamy bowiem matematyczne
punkty zamiast atoméw. Dodatkowg trudnoscig w zastosowaniu me-
tod reologii do badania naprezen i odksztalcen w glebie jest
jej rozdrobnienie. Sity dzialajgce na glebe przekazujg sig¢
przez styki miedzy jej ziarnami /ezastkemi/. Aby okre$lié rze-
czywisty ukiad sit panujacy w rozwazanym obszarze gleby, na-
lezatoby rozpatrywaé zbidr wszystkich elementéw, réiznych pod
wzgledem ksztaitu i wymiardéw, przenoszgcych oddzialywania zew-
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netrzne przez sily na stykach. Wydaje sie¢ niemozliwe rozwigza-
nie tak postawionego zadania. Préby teoretycznego modelowania
osrodkéw rozdrobnionych, takich jak gleba, grunt itp., za po=-
moca regularnych elementéw /xule, watki/ nie dajg dotychczas
rozwigzah, majgcych znaczenie praktyczne. Jesli rozpatrujemy
elementy powierzchni "maie" w poréwneniu z caiym obszarem o-
srodka, ale "duze" wzgle¢dem rozmiaréw pojedynczych ziaren
szkieletu osrodka, to mozemy traktowaé dany obszar jako oéro-
dek ciggly. Wéwczas statystyczny efekt dziatania nieskohczenie
wielu matych sit na rozpatrywanej powierzchni lub w wyodrebnio-
nej objetodci bedzie bliski efektowi dziatania silty rozlozonej
w sposéb ciggly. Ponadto czesto przy tych zalozeniach traktuje
sie osrodek rozdrobniony jako jednorodny, izotropowy, a od-
ksztalcenia uwaza si¢ w klasycznych teoriach sprezysto-lepko-
plastycznosci za maite. O ostatnim zaloZeniu bedzie jeszcze mo-
wa w dalszym ciggu pracy.



1. TENSORY NAPR@ZENIA I ODKSZTAICENIA

W literaturze na temat opisu deformacji 1 naprezenia /11,
30, 31/ mozna zauwazyé, ze notacja rachunku tensorowego jest
szczegbdlnie wygodna do opisu zjawisk reologicznych. Wychodzgc
z postulatu-ciggtoscli przedstawimy naprezenie i odksztalcenie
jako tensory o walencji 2 w tréjwymiarowej przestrzeni karte-
z janskiej w sposéb znany w mechanice /46/. Na materie¢ rozwaza-
nego oSrodka mogq dziataé sity zewnetrzne dwojakiego rodzajus
sily objetosciowe /np. sila grawitacji/ i sity powierzchniowe
/np. cisnlenie/. Zasieg dziatania sit wewnetrznych moZna uwa-
%8é za maty. Jeieli wyobrazimy sobie cigcie przedzielajgce
oSrodek, to na graniczne czgstki po Jjednej stronie dziatajg
8ily pochodzgce od czgstek po drugiej stronie cigcia. Na wars—
twe po drugiej stronie dzialajg sity réwne tamtym i przeciwnie
skierowane zgodnie z III prawem dynamiki. Catkowitq size dzj_..a-
tajgcqg na rozpatrywany wycinek ptaszczyzny oOznaczyny przez Q
ze wakaZnikiem oznaczajgcym zewnegtrang nomg_‘lnq do tej piasz-
czyzny, Jjako granicy obszaru. Np. Qx /albo Q1 / oznacza wek-
tor sil dziatajgcych na dany wycinek S plaszczyzny prostopad-
tej do osi Ox. Dzielgc sile \|, przez pole powierzchni wycinka
S otrzymujemy $rednie naprezenies

_4a, |
E"-—s—; /1.1/.

a przy przejéciu do granicy przy S—0 znajdujemy naprezenie
lokealne p; H

P =lim —2 /1.2/
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Mozna rozlozyé r”s na trzy sktadowe w kierunkach osi wspdéirzed-
nych dla dowolnego kierunku 3.
7 ;(PK,P,‘,,PSI)' /1.3/

S

Wezmy w osrodku maty czworoscian, ktérego trzy Sciany s pros-
topadte do osi wspélrzednych, a czwarta przecina je dowolnie i
ma normalng zewnetrzng n . Dla uproszczenia niech poczatkiem
uktadu wspdtrzgdnych bedzie wierzcholek czworoscianu OABC

/xys. 1/.

Rys. 1. Elementarny czworo$Scian osrodka poddanego naprezeniom

Na $éciane ABC o polu S dziala ailaﬁ’,, . Na scisne OCB dziata
sita -Qx , 8dyz na przylegajgcy do niej pozostaly oérodek w
tym miejscu dziala sila + Qs /zwrot normalnej w dodatnim kie-
runku O, /. Podobnie na OAC dziala sila “O“i , a na OBA —-,,
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Lacznie z silg objetosciowg F jest réwnowaga:

— —.— — _-ﬂ ——. - .4

F+0,-0,-0,-T,=0 714/
Sily powierzchniowe mozna zapisaé przy pomocy naprezen i pdl
powierzchni Scian, wigc otrzymamy:

—

F+$—-ﬁ,cosd—_§gcosﬁ—§;cosx’-'0 /1.5/

@=4(nx) s B=x(my) 1 ¢ =% (n2)

Przy zmniejszaniu rozmiaru czworoscianu do zera z zachowaniem
katéw, pierwszy wyraz zniknie wobec V-0 i w granicy otrzyma-
my w rzutach na kierunki x, y, 2t

gdzie:

Pax = Pyycosd + qucosﬁ +P, cos¥

ij = qu cos + qu(:osp + pzq cos¥ /1.6/
Pnz '—‘sz coso( + qu cosP 4P cos ¥

Te trzy réwnosci mozna napisaé tensorowo, zastepujac w ogéblnie
przyjety sposéb wskasniki x, y, z odpowiednio wskaznikemi 1,
2, 3 '

P pZA A cosdt
Pn: P'z7 P&,Psz Cosﬁ =[‘>ik] é.n /10?/
}?3 y ES’P» cosy

Aby pokazaé, ze macierz P« Jjest tensorem, nalezaloby udowod-
nié, ze jej wspbdirzedne przy zmianie ukladu transformujg sie
zgodnie z odpowiednimi regulamis:

T /1.8/

T-I-/“.nl = d'lipdj,q---dﬂu PQ---U-

Ly

W naszym przypadku wystarczy skorzystaé z twierdzenia /19/, Ze
jesli zespél elementéw macierzy przy zmianie ukiadu wspélrzed-
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nych przeksztalca si¢ tak, iz dany wektor / E;' / zawsze prze-—
chodzi w okreslony wektor / 5; /, to macierz jest tensorem
o walencji 2. '

Z réwnania /1.7/ wynika, Ze naprezenie 5; dziatajgce w do-
wolnym punkcie oérodka na element powierzchni o danej orien-
tacji n okreslone jest w zupetnosci przez dziewieé wspdirzed-
nych tensora stamu naprezenia.

Przy definiowaniu tensora odksztalcenia zaklada sie, Ze
przemieszczenia punktéw osrodka sg male, tzn. gdy "punkty" ma-—
terialne osrodka cigglego przesuwajq sie, warunki cigglodci
wymagaja, aby odlegtosci nieskoiiczenie bliskich punktéw pozos—
taty po przemieszczeniu nieskonczenie mate. Rozpatrzmy dowolny
punkt C oSrodka, uwazajac go za centralny dla pewnego jego o-
toczenia.

Rys. 2. Stan dowolnego odksztalcenia w osrodku
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Pokozenie punktu C dene jest przez wspéirzedne w pewnym nieru-
chom;ym uktadzie wspdirzednych Oxyz, czyli przez wektor wodzgcy
OC = 7 . Punkty otoczenia majg wektory wodzace:

T.+U
=U;+U+T
t zl 3
/na rys. 2 takim punktem jest A/. U,, U,,U,; saq lokalnymi
wspbirzednymi w uktadzie (y,y,u, 2z osiami réwnolegiymi do sta-
tych osi Oxyz. Kiedy oérodek od{:js'ztalci sie, punkt centralny C
przejdzie w po}.ozenie r‘; s z88 pumk_ii A bedzie teraz
A’ . Oznaczmy 0A = r' y CA=U" . Wektor U’ bedzie teraz
wyznaczal nowowzgledne potozenie punktu A.
Mamy wiegcs

<o
"

K .

—

e 3
=1+ /1.10/

Oznﬁczamy skdﬁczone przemieszczenia punktéw symbolem A .
Woéwezas:

C—(.J=Ar) AR =Avry U-U =AU =

=(P-7)-(F-T)= (*-7)-(7-7. ) = 47 ¥, .
Wektor AU= AUT + AU,J + AU;K  zalesy teraz od XciYc)Z. PTrzyje-
tych jako stale oraz od U,,U, Uy . Przy matych wartosSciach lo-
kalnych wsp6lrz@dnych /warunki ciggtodci/ mozemy Al_f i jego
sktadone przedstawié jako rozwinigcie w szereg potegowy Taylo-
ra réinic Ax — Axc.... wzgledem A?*AF(: 2z ograniczeniem si¢ do
pierwszych poteg:

/1.11/

2y ), ey, 20
AU =87 b= 338 U+ G2 U 450,

dz

3 bAz U

U +

4

AU=AyBy, = -a-é9U. _a%!iu __'.LU’ /1.12/
=34
dx

AU Az"‘Azc Uz
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Wizory te mozna zapisaé tensorowo, gdyz zespéi dziewigciu wiel-

koscis

_ 0 Ax

tworzy tensor /Karaskiewicz /19//:

AU= [Ti.l( U /1.%4/

Przy pomocy przeksztatcenia Cauchy’ego mozna T-m roztozy¢ na
czesé symetryczng i antysymetryczng:

A i
AU, = €U, + &0, + £\, + T‘(‘O‘tA‘( XU\)X
AU,= €U+ E,U, + £,,U, + ‘7 (ro’fA‘v‘xU ) /1.15/
‘ y
AU, = £,0,+ £,U, + E4U,+ %(rom?xo )
Zy

— 4 [ahx X
gdzies éix= ?(K + 'aal:—):)= € /1.16/

Catkowita zmiana polozen punktéw z otoczenia punktu C sktada

sie ostatecznie z trzech ruchéw:

1/ przeniesienie ( w potozenie €' . 1 wraz z nim postepowe
przeniesienie otoczenia — nie zmienia lokalnych wektoroéw U,

2/ zmiana AU wyrazona symetrycznym tensorem odksztalcenia:

€ur Eu 1 € || Y,
Ear €0 6 (U, [ : /1.17/

éu ) Esz’ 6»3_4 U
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3/ zmiasna opisana antysymetrycznym tensorem obrotéws

U, v
_4_( ANXL _ ang) u. =
2 Ik ol -

C

A i —_
, [E[wud U, [y (Y08 ) /0es
U
3

sdzieg i,l( = 4’, 2,5.

Majqc dany tensor odksztatcenia mozna prébowaé wyznaczaé wek—
tor przemieszczen 'ij(x,,xz,x,) . Sokolnikoff /40/ podaje na=
stepujace wzory Cesaro:

W(&Ju&>=@+(%-4)w;+f1%d%;
re

/1.19/
Uij= &+ (Xq”€q> (eii'q" Eqiwl) )

gdzie:

0 L}
. =Y. . ; _. 0fab
U, 09 U;’(‘Jt(xcvqg,,zc), labyd = 8)&: /1.20/
Aby rozwigzanie byto jednoznaczne, catka krzywoliniowa nie mo-
%e zalezeé od drogi catkowania, co daje réwnania nierozdziel-
noéci odksztatcen:

£i.j )K.[" t‘l)ii—éil,i{— éi‘,-‘x‘:o /1021/

W warunkach réwnowagi, zgdajgc aby suma momentéw sit byia réw-
na zero, mozna pokazad, %Ze naprezenia i odksztaicenia opisane
sg symetrycznymi czeSciami tensoréw wprowadzonych wyzej, po-
siadajgcymi sze$¢ niezaleznych sktadowych. Z warunkow réwnowa-
gl sit dziatajgcych na elementarny prostopadto$cian mozna w
podobny sposéb wyprowadzié réwnania rédwnowagi wewngtrznej,
ktére w przypadku braku sil masowych daje sie zapisaé /korzys-—
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tajgc z umowy sumacyjnej Einsteina/ w zwartej postaci:

P, =0 /1.22/

Love /24/ nazywa jednorodnymi stanami odksztalceh takie stany,
gdzie przemieszczenia sg liniowymi funkcjami wspbéirzednychs

U,=Q,X+ 0% +aX+0d,
U, =0, %+ QX + G, X+ a, /1.23/

US= QNX4+ szxz"' O’3x3+ 003 .

Charakterystyka tych standéw jest nastepujgca:

a/ pierwotnie proste linie pozostaja po odksztalceniu prosty-
mi, réwnolegie za$ réwnolegiymi,

b/ wszystkie proste o tym samym kierunku skracaja sig¢ /wydiu-
%aja/ w tym samym stosunku,

¢/ istniejg trzy wzajemnie prostopadie proste, pozostajace
prostopadtymi do siebie po odksztatceniu, choé kierunki ich
mogg ulec zmianie.

Stany jednorodne odgrywaja zasadniczg role w doswiadczalnym

okreslaniu reologicznych cech materiatéw. Aby znalezé wspom—

niane wyzej proste /punkt C/, a przy okazji stwierdzié, ze

kazdy stan odksztatcen da sig¢ przedstawié jako stan trzech wy-

diuzeh, rozwigzmy réwnanie: :

(¢, 6061 [€,0,0]
€1 €1 € | =] 0,€,0 | - 1124/
_25’ gs’é» 0,0,¢

Lewa jego strona jest wyznacznikiem utworzonym ze skladowych
odksztalcen, prawa zas - wyznacznikiem utworzonym z jednej z
poszukiwanych sktadowych. Po uwzglednieniu symetrii otrzymuje-
my stad:
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6 60 €

Egr E,-E 16, | = E- 345‘_325 ~y=0. /12

i E" ) Ezs Y E”"‘C _J

Z tego réwnania otrzymuje sie trzy gtéwne skrbcenia E‘,Ez, & .
Kierunki gtéwnych osi odksztalcenia mozna otrzymaé z rdéwnan:

(
(=6 )y £ 28, = 0

< £l + ( &~ €, ) L+ E,L=0 /1.26/

2 2
lz +L+1 =
. 2 .
Tutaj L) bily sq cosinusami kierunkowymi odksztatcenia giéwne-
go &, wzgledem osi X,y X2y X3 . Z podovnych réwnan mozna otrzy-
maé cosinusy kierunkowe dla Ez i £, . Analogicznie mozna spro-
wadzié tensor naprezenia do kierunkéw giédwnych. Tensory napre—
zeh i odksztalceh rozktadajg sie na czesé izotropowa:
- ’
L=g (Tt T T,) 0 /1.22/

(]

oraz dewiatorowa:
T =T TS /.28/

Skutkiem dziatania dodatniego naprezenia izotropowego jest
wszechstronne jednakowe &ciskanie, dziatanie za$ dewiatora na-
prezeh daje Scinanie.



2. TERMODYNAMICZNE PODSTAWY REOLOGICZNYCH MODELI
. I ROWNAN STANU

Miedzy dzialajgcymi na cialo sitami a odksztaXceniami ist-
nieja zwigzki fizyczne, ktére sg koniecznodcig wynikajgcyg z
praw fizyki: praw zachowania masy, energii, p¢du, momentu pedu,
praw termodynamiki itd. Termodynamiczne aspekty zagadnien uje-
te sa w pracach /4-6, 9/. Zwigzki te lgczg takie wielkosci,
Jjak temperatu:ba, przyspieszenie, predkosé, przemieszczenie,
modut sprezystosci, lepkosé itd., i nazywaja sie réwnaniami
gtanu., Noll, Colemen i Perzyne /5, 6/ nazywajq ukiad ofmiu
funkcji opisujgcych stan uktadu procesem termodynamicznym:

{X,T’ b,&,n, v,q;r}, /2.1/

Jedli jest zgodny z prawami zachowania pedu i energii.
Funkcje te sg: '

T - symetryczny tensor naprezenia,

p - wektor sit masowych,

¢ - wlasciwa energia wewnetrzna,

V - lokalna temperatura bezwzgledna,

q - wektor strumienia ciepia,

r - predkosé zmian energii promieniowania,

n - wtadciwa entropia.
Funkcje b i r mogag byé okreélone z wyzej wynienionych praw za-
chowania, W reologii interesujq nas takie procesy termodyna-
miczne, w ktérych przewazajacg rol¢ odgrywaja tensory naprezeh
i odksztatceh. Wielkosci te moZna uwypuklié, jesli zapiszemy
reologic'zne réwnanie stanu w postaci /20/:

6.7 6,6 (6 &8 ) ¥ (616,606, x;, ), 2¥
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lud

o K

. . o\
£ €8 -(su—s,su) cl;(s,s,e,a,x.l T ), /2.3/
gdzie oznaczono:

¥ - uogdlniona funkcja relaksacji,

¢ - uogdlniona funkcja petzania,

6~ tensor naprezenia,

¢ tensor odksztaicenia,

Siv~ tensor jednostkowy, zwa.ﬂy tez deltg Kroneckera, .

Xi - wspéirzedne punktu ciala,
T - tehporatura bezwzgledna.

Fenomenologiczny opis wlasnoéci ciata, jaki uzyskujemy z
rozwazan opartych na prawach termodynamiki proceséw nieodwra-
calnyoch, jest spowodowany niemozliwoscig badania zmian wszyst-
kich parsmetréw i zwiqzkéw wzajemnych miedzy nimi. Ponadto
szereg parametréw wpiywajqcych na stan ciala nie podlega ob-
serwacji. Ich wplyw jest sumarycznie ujety przez zmiany para-
metréw podlegajgcych obserwacji., Pozwala to wyciagnaé pewne
wnioski dotyczace charakteru réwnan opisujgcych stan mechanicz-
ny ciata i uzasadnié wybrane modele zachowania si¢ ré4wnah na

gruncie termodynamiki procesé4w nieodwracalnych.
W celu wyprowadzenia mechanicznych réwnan stanu zapiszemy I

zésade termodynamiki za pomocg funkcji zmiennych mechanicznychs

Wp+ Wx* TS = LQ 3 /2.4/
gdzies Wp i Wk sg odpowiednio energis potencjalng i kinetyczna,

) =j-_%i jest entropia, /2.5/

L Jest pracg sil zewngtrznych, a kropki ozna-
czajq pochodne odpowiednich wielkosci po cza-
sie. )
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Dla przemiany adiabatycznej okresSlonej réwnaniem:

Q

0, /2.6/

réwnanie stanu ma postaé:

wiec prac
kinetyczng

WP+WK=LC ) /207/

sit zewnegtrznych zmienia sie catkowicie na energie
i potencjalng. W przemianie izotermicznej T=const.

i mozemy réwnanie stanu zapisaé:

gdzies

WK + Wp ""Wd =L‘ ) /2‘8/

jest energig rozproszong i zgodnie z II zasadg termodynamiki:

Dla okresl

Wq ) 0. /2.10/

nia funkcji Wp 1 Wd musimy znaé poza masg i zmien-—

nymi okreslajacymi Wk dodatkowe wiasnosci mechaniczne ciata i

musimy te

funkcje rozwazaé ltacznie. MoZna réwnania stanu wy-

razié jawnie jako funkcje zmiennych mechanicznych. Praca sik
zewnetrznych w czasie dt wyrazi si¢ wzorem:

V - oznacz

dle = ( PdV+ R+ Rav,) 4V +
) /2.41/

jj (p,duu pydU; + p,du,) ds .

(s)

a cata objetosé ciata, S - jego powierzchnie,

X yyz ~ osie wspéirzednych, Py,Py,P, - sktadowe sil masowych
odniesionych do jednostki objetosci ciata, PxyPyy P2 = sktado-
we sit powierzchniowych, U, U,yU,; — przemieszczenia odpowied-

nio wzdiuz

osi X,yYyz. Skorzystajmy z réwnan ruchu, ktoére
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uzyskuje si¢ z warunkdéw réwnowagl wewnetrénej /11/ w postaci:

3 U ,
Giu,l(*' h= P atzt ? /2.92/
gdzie
. v _¢ 36
l’K=112)5 s Gi.knc:g“—a—x:\(' . /2.13/

Mozna te réwnania uzyskaé przy pomocy rachunku wariacyjnego
/11/. Zmieniajac na mocy twierdzenia Greena 'drugg catke we
wzorze /2.11/ z calki rozciggnietej na powierzchnie ciala na
catke po Jego objetoSci otrzymujemy przy pomocy /2.12/ wzdr na
przyrost pracy sil zewnetrznych w czasie dt :

dlLe =gf (6’“ déxx +6yydEyy +622dE,, +

(v)
+ &6)@ dfxq + quxdfqz 4'26:14&:.) dv+ /2.14/

off (52 5 52)
\J ‘

- gdzie réwnania ruchu speiniajgq warunki brzegowe:

Px = 6xx Cos()\rﬂ)* qu €05 ('j;ﬂ)"‘ Oxz2 COs (z,n)

. Py = Oyx cos (x,n)+ By CO5 (qm)+ By cos (z,n) /2.15/

Pz = Qux CO5 (x,n)+ 5'1,_‘605 (qm) + B3 COS (Z,TI) b}

natomiast cOS(X,n) yCOS (q,n),cos(z',n) sg cosinusami katoéw,
jakie tworzy normalna zewnegtrzna do brzegu ciala z odpowiedni-
ni osiami wspdlrzednych. Pierwsza z catek we wzorze /2.14/
Jest pracg sil wewnetrznych, a druga Jjest przyrostem energii
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‘kinetycznej przy stalej’gestoéci ciata. Mamy wiec:

dL¢=dLN+dW|L ) /2016/
lub poréwmujgc z /2.8/:
Lw = WP + Wd /2-17/

Praca sit zewnetrznych zmienia si¢ wigc na energie potencjal-
ng i rozproszona. Zdolnosé¢ do rozpraszania energii jest wigec
‘cechg wewnetrzng ciata. Energia kinetyczna ulega we wnetrzu
ciala na skutek wpiywu czynnikéw zewnetrznych zamianie na ener-
gie potencjalng i dopiero zgodnie z réwnaniem /2,17/ energia
kinetyczna moze ulegaé rozproszeniu. Pokazemy obecnie, Ze wy-
chodzgc z liniowej termodynamiki proceséw nieodwracalnych moz-
na uzasadnié fizycznie przyjete dalej reologicznie réwnania
stanu i modele im odpowiadajgce. )
Wyjdziemy z zasady Onsagera /20/, ktdéra méwi, ze jezeli w
rozwazanym procesie termodynamicznym odbywa sie¢ n proceséw
skoniugowanych, a zrédto entropii wyraza sig¢ wzorem:

5=% Xy /2.98/

i Jjezell procesy sg dostatecznie powolne, tak aby je mozna
byto uznaé za liniowe, to wspbéiczynniki Lyj w réwnaniu

]K=i2:.‘l..,i)(jy (it“=4)27"‘“) 72,19/

sg symetryczne., W powyzszych réwnaniach: Luj sg parametrami
stanu, n Jjest liczbg procesdéw, I« - przepiywami, Xj - bodi-
cami., Symetria Lwj pozwala na napisanie zwiagzkéw odwrotnychs

X‘(= §‘ Pi[li b} (ilk=‘,-.-.n) /2&20/
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i teraz bilans entropii /2.18/ wyrazi si¢ wzorem:

. n

n
$=X % pidiTc s /2.21/

j=4 x=l

p;x%[t.q]"

W procesie mechanicznym role bodzcédw Xy peinig silty uogdlnione
P« , & przepiywami sg predkosci uogdélnionych przemieszczen

qi o Przy pomocy zmiennych mechanicznych wyrazenie /2.21/
bedzie opisywaé moc rozproszong /predkosé rozpraszania energii/
dla procesu nieodwracalnegos

©a

gdzie:

. n N . .
TS = ?_'.‘ EA PivqiQu - /2.22/

W dowolnym rzeczywistym procesie mechanicznym zachodzi zardéwno
magazynowanie jak i rozpraszanie energii. Catkowity bilans w
rzeczywistym procesie mechanicznym wymaga wigc dodania wyraZe—
nia na moc zmian energii w procesie odwracalnym. Poniewaz w
procesie odwracalnym

E=L= é‘;‘ Pxqr 1 /2.23/

wigc korzystajgc z poprzedniego zatozenia o liniowo$ci procesu
mozemy napisaés: '

n
Dl( 3 E‘ Cinqi /2.2"'/
i ostatecznie:
. n n °
E= IZ._" é“ CixQiQu /2.25/

Wyrazenie /2.25/ oznacza predkosé zmian energii w procesie od-
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wracalnym. Caikowity bilans energii w izeczywistym procesie
mechanicznym bedzie sumg wyrazen /2.22/ i /2.25/:

E'—'i}::n Z, ( Cieqi+ Pixfli) Qe .  /2.26/

Rézniczkujac E wzgledem zmiennej qx dla ustalonego K otrzymu-
Jemy

o o .
gg.‘ T FA ( Pic 9 *ijqi)-——- P, /2.27/

gdzie Px jest silg uogbélniong.

n .
Wyrazenie : Pe = l?_l‘ CieQi - /2.28/

opisuje zwigzek liniowo sprezysty, czyli model ciata Hooke’a,
n .

podezas gdy réwnosé Pe=1 Pwq; _ /2.29/
1= .

Jest zwigzkiem iiniowo-lepkim dla modelu cieczy Newtona.
Zwigzki powyzsze jak 1 bardziej ogdlne rozwazania dotyczace
relaksacjl przedstawione sgq w pracach /4, 9, 20/. Biot /4/
oraz Derski i Ziemba /9/ droga rozwazah podobnych do powyz-—
szych analizujgc zwiazek /2.27/ pokazujq, Ze temu réwnaniu od-
powiada model mechaniczny znany pod nazwg ciata Kelvina-Voigta,
ktéry jest kombinacja potgczeh szeregowych i réwnolegiych ele-
mentéw sprezystych i lepkich. W rezultacie jezeli przyjmiemy,
ze tylko jedna wspdirzedna Jjest obserwowalna i jest to od-
ksztatcenie £ , to temu odksztatceniu musi odpowiadaé sita
uogblniona, ktéra w naszym przypadku .jest naprezeniem 6 i réw- -
nanie /2.27/ staje sie rozpatrywanym dalej réwnaniem ciaza
Kelvina-Voigtas:

6 =FE€+né . /2.30/

W ten sposéb podstawowe réwnania opisujgce wyidealizowane cia-
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ta Hooke'a, Kelvina-Voigta i ciecz Newtona sg uzasadnione na
gruncie liniowej termodynamiki proceséw nieodwracalnych. W pre-
¢y /10/ Derski wyprowadzil w podobny sposéb liniowg teorie kon-
solidacji ofrodkéw porowatych wypeinionych cieczgq i posiadaja-
cych sprezysty szkielet. Zwigzki fizyczne tej teorii podat Biot -
/3, 5/ na podstawie intuicji. Uzyskany wynik pokrywa sie dokia-
dnie z réwnaniem Biota. Derski wychodzi z réwnania cigglosci
dla cieczy w postaci:

4% 6. (Gt) 1m0y s

gdzie ) .

Q. = oznacza gestosé cieczy w odniesieniu do jednostki ob=
jetosdci szkieletu 1 cieczy /oérodek jest dwufazowy:
szkielet + ciecz doskonala/,

Ui - sa sktadowymi przemieszczen czgstek cieczy,

v; - 83 przemieszczeniami szkieletu.

Przy pomocy réwnania /2.31/ bilans entropii dla przepiywu cie-
czy mozna napisaé w postaci: ’

15 =Jﬂ67l ( Ui'Ui)dV ) : | /2.32/
| v) =
gdzie 6 Jest okreslone zwigzkiem:

Bilans energii w procesie izotermicznym dla sprezystego szkie—
letu dany jest réwnaniem:

W=£f)[( Glfq +6é)dV ¥ g671(0i"6i) dv, 72,34/

gizie O =UiL jest objetosciowaq deformacjaq cieczy.
Przy statej temperaturze mozna z réwnah /2.32/ i /2.34/ uzys-:
kaé¢ wyrazenie na swobodng energie Helmholtza:
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E=W—T =ﬂ[( 6ij € +6"é) dv. /2.35/
V)

Poniewaz energia swobodna zalezy tylko od zmiennych niezalez-
nych &ij 1 8 , wigc dla jednostki objetosci otrzymamy z powyz— -
szego: :

E =6ij¢j+68, o /2.36/

a z drugiej strony moZemy napisaé:

. 3F : aF ¢
£ = Ké,- & +—-§‘ 8. v [2.37/

Poréwnujaec /2.36/ i /2.37/ stwierdzamy:

o= OF _ aF,
Su =3z 0=3g° /2.38/

Nastepnie mozna zapisaé funkcje F, w ogdlnej postaci dla izo-

tropowego i symetrycznego osrodka jako funkcje kwadratowg
zmiennych &ij oraz B

F4 = Qéij&ii “‘béxuiku +C£e*dez ' /2.39/

skad uzyskuje si¢ na mocy /2.38/ zgdane rdéwnania konsolidacji
Biota:

613=Za£a;+(2bt+ ce)&; 3 6=ct+2d0. /2.40/



3« MODELE REOLOGICZNE

Markus Reiner /37/ zwraca uwage, Ze teorie modelowe zastg-
pujg material o nieznanej strukturze modelem, ktéry zachowuje
sie podobnie do materiatu rzeczywistego. Podobienstwo to ujaw-
nia sie szczegbdlnie w ksztatcie réwnan. Elementy modelu /np.
sprezyny, tioki itp./ nie majq odpowiednikéw w rzeczywistym
materiasle. Haman i Zdanowicz /14/ zwracaja uwage, ze /"wszyst-
kie istniejace modele reologiczne ciat reprezentujg réwniez
jedynie pewne materialy doskonale, nie istniejace w rzeczywis-
tosel, stanowig zatem rézne idealizacje matematyczne. Siuza
one jako ilustracja uktadu réwnah rézniczkowych, opisujacych
wtasnoSci mechaniczne ciata". Elementami, z ktérych buduje si¢
modele reologiczne sg podstawowe parametry mechaniczne materia-—
r6w: sprezystosé, lepkodé 1 plastycznodé /ponadto w niektoérych
modelach wystepujg inne elementy/.

SpresystoScig nazywana jest wiasnosé polegajaca na tym, ze
zmianie tensora naprezeh towarzyszy catkowicie odwracalna zmia-
na tensora odksztalceh., Miedzy szeécioma niezaleznymi skiado-
wyni tensora odksztatceh £« oraz szeScioma skladowymi napre-
zeh B¢ istnieja zaleznosci wyrazajace sig¢ w oérodku ciggiym
funkc jami ciggtymi, ktdére mozZna rozwingé w szeregi potegowe,

a przy dostatecznie matych wartosciach naprezed i odksztalcen
mozna ograniczyé sie do wyrazeh liniowych /prawo Hooke’a/:

6ii =Cijt €xe v ijyuL =1,2,3. /3../
Jesll sprezystosé jest symetryczna, to

61 =6jiy & =& ;

)
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wiec wobec réwnosdcis
Cijet = Ciuw =Cijuc = Cuwiij
tensor Cjikt o walencji 4 ma zamiast 81 tylko 21 sktadowych

niezaleznych. Dla osrodka izotropowego liczba ta reduku;je sie
do 2 /zob. 11, 22, 40, 46/:

6, =C6y 1 Tk =C2Vik) /3%.2/

gdzie

6ix = Gosin*.t'tk ) Eiv= Cod.iu*vix.

Stale te mozna wyznaczyé w przypadku prostego Sciskania po-
przez modul Younga E i wspéiczymnik Poissona V w zwiazkach:

6“= Esu b 622=£’b = _06“ .

Aby to pokazaé rozidzmy tensory Jjak nizej:

’ P 3

Lio,0| |[% 0 0
Giv =6°8i,g+'r-“=ﬁ 0 1-43, 0 + 0)’—‘5‘) 0 &6“

0, 0,+ 0, 0,-+

L 3 311

oraz Eu=ESu Wy =
IR

20,0 || |B9), 0 o ]

=tug|| 0 +EE 0 I+l 0 s-f(w), o L~/3.3/




by

Poréwnujac /3.2/ i /3.3/ otrzymuje siei

=& .~ _ E
Lo=3%= s Co=26= 15 /3.7

-

Wspbtczynnik ¥ . nazywa si¢ modultem odksztalcenia objetosciowe-
go, za$ wspdiczynnik modutem odksztatcenia postaciowego.
Ogdlnie mozna napisaé:

S’i‘( =5X£°6LK“’ZG\}‘|‘_K. /3.5/

W klasyczne]j teorii sprezystosci dla izotropowego, jednorodne-
go oérodka mamy nastgpujgce réwnania /iy = 1, 2, 3/:
1. trzy réwnania réwnowagi wewnetrznej:

6ij,j —Pi = Ui 5 /3.6/

2. sze&é rdwnan geometrycznych /lub nierozdzielnosci odksztai-
cen/:

& = —‘Z— (Ui,;*Ui,i>') /3.7/

3, sze&é zwigzkéw fizycznych:

A ) .
G =75 (S —pg omdi)

Niewiadomymi sg:

1/ szedé sktadowych tensora naprezenia 6ij ,
2/ szesé sktradowych tensora odksztalcenia €ij ,
3/ trzy skladowe wektora przemieszczenia Ui .

Lepkoéé jest to opdédr stawiany przez ciecz rzeczywista
ruchowi wzajemnemu jej czasteczek /warstw/. Newbton zatozyk, ze
op6ér ten - zwany oporem lepkiego ptynigcia - jest wprost pro-
porcjonalny do predkodci ruchu czgstek cieczy wzgledem siebie

Tix =2?71.7m 1 =00, Lk =1,23, /3.9/
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gdzie:

Tiv ) Yix - dewiatory napreZenia i odksztalcenia,
7] - wspdtczynnik lepkosci,

¥ © = Scisliwosé.

Wprowadzenie lepkoSci powoduje zaleznosé standéw odksztaicenia
i naprezenia od czasu, zatem odpowiada zagadnieniom dynamicz-
nym, podczas gdy modele reologiczne bez lepkosci odpowiadajg
zagadnieniom quasistatycznym /14/. W literaturze spotyka sie
tez inne ciecze /nienewtonowskie/ - sg to ciecze 4cisliwe, po-
siadajgce oprdcz lepkoSci postaciowe]j takze lepkosé objetos-—
ciowg /np. ciecz Stokesa, ciecz Troutona/.

Plastycznoscig nazywamy trwate odksztalcenie si¢ materiatu
po przekroczeniu pewnej wartoSci naprezen stycznych. Ponizsze
réwnanie na najwigksze napre¢zenie styczne nazywa sie warunkiem
plastycznoéci St-Venanta /zob. Kaczanow /18/, Huber /16//,
zwanym teZ warunkiem Tresca’i /30/:

6'i.umox = ;(64"63) EB) i- # K 6‘>/62>/65 ] /30'10/

gdzie
6,10, ,63 =~ sa napreseniami giéwnymi,
(2] - granicg plastycznosci.

Hipoteza ta zaktada, Ze izotropowy stan naprezen nie wptywa na
osiggnigcia przez cialo stanu plastycznego. Huber przedstawil

w 1904 r. hipotez¢ nie wymagajgcq tego zalozenia, przyjmujac,

ze materialy majg ograniczong zdolno$é do wchitaniania i maga-

zynowania energii odksztalcenia postaciowego /32/:

2]
_/Wtdt =R,. /3.1/

R, Jest ograniczonq wartoéclq energil odksztaicenia postacio-
wego, zasVVt - mocg sit odksztalcenia postaciowego.
Dla ciata sprezystego zachodzi zwigzek:

R
Vie = 3¢ Tix /3.12/
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a wieo:

3 . 1’_
P TuVu=We=2 y /3.13/

st et

Poréwmajac /3.11/ 1 /3.13/ otrzymjemy

] | (]
ojw“# = Z ﬁwdr‘* 46 E..T‘I . /3.4/
" Wobec Tix= Tyi memy poszukiwany warunek plastycznosci Hubera -
Misesa - Hencky’ego /30/:

4GR, = ‘fui- ‘[:2 +‘[:; + 21; "'21:,* ZT; . /3.15/

W obydwu przedstawionych powyiej hipotezach plastycznodci cis-
nienie izotropowe nie wpiywa na osiggnigcie stamu plastycznos-
el przez material, natomiast w warunku Hubera w odréznieniu od
St-Venanta wplywa na ten stan napresenie giéwne 6 /16, 30/.
Mozna jednak traktowaé pierwszy warunek jako dobre przyblize-
nie drugiego.

Oméwione wyzej trzy gléwne cechy reologiczne materiatéw
oznacza si¢ w modelach reologicznych przy pomocy symboli
/ryce 3/
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Przy tworzeniu modeli reologicznych obowigzuja reguly raczenia
poszczegdlnych elementdws:
a/ je$li modele polgczone sa szeregowo, naprezenie w kazdym

z nich jest takie same jak w catym modelu:

6=6i)

a odksztaicenie jest sumg odksztalcen poszczegdlnych odksztai-
cen:

b/ jesli elementy modelu sa réwnolegie, to odksztatcenie kaz-
dego z nich jest takie same, jak catego modelu: '

a naprezenie w'calyﬁ modelu jest sumg naprezen w poszciegél—
nych jego elementach:

6 =x6".

t

Niektoérzy autorzy uzasadniaja te reguly przy pomocy zasady
superpozycji Boltzmanna /47/. Iloéé parametréw w modelach
zmienia si¢ od 4 do co . Haman i Zdanowicz /14/ podaja zesta-
wienie niektérych modeli w tablicy, uwzgledniajac ilosé para-
metréw . :



Pl zZne
aagtgtcdl'c
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Model Mewtona (1647) Node! ;dd (4660) | Mode! St.Venanta (4470)

-]

Model Moxwella (1868) | Mode( A%viw Model

) )
¢ |2
1

Mstkmm-
- Nisesa (4913)

(4902) - Oolyut;
3 M4

Hode! Jefeysa (1529) | Aock! smdartony —{hocl Franclol Aockl Binghome

Mﬁm MNodel Model KM ' Mﬂ:ﬂo:.;t

4 Ma G % Gy
N
G K
| 9 " | M4
M * K
1 L ¥ ’? K 6

Uogalmony model Uagolnwony model

Maxwella w’gﬁ@l
K7

oo Model calkowity Soltzmanna (4876)
Model calkowity Biots (/951

Tabela 1. Przyktady modeli reologicznych

wg Hamana i Zdanowicza




37

Najprostszymi modelami dwuparametrowymi, stanowigcymi ele-
menty modeli bardziej zlozonych, sg modele cieczy Maxwella i
ciata Kelvina-Voigta. Model Maxwella jest szeregowym polgcze-
niem modelu Hooke’a i Newtona.

—r’
Rys. 4. Model cieczy Maxwella

Jezeli- odksztalcenia objetosciowe sg sprezyste t0 mozna na-
pisaé:

G L] 1) n
T =T =Ty ) VW= Vi — Vie

orazs
6 e
Ty =26V, =29V, /3.16/

c¢o tgcznie daje réwnanie:
LI |
Uht. - 26 T\K *‘2—‘?'1&‘. /3.17/
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Tiu oraz Yy sa odpowiednio dewiatorami naprezenr i odksztal-
cen., Wprowadzajgc operator rdézniczkowy S w sensie Mikusinskie-

go i wykorzystujac twierdzenie o splocie /25/ przy warunku po-
czatkowyms

U (0) =§§—(ﬁ9)— ’ /3.18/

otrzymjemy dla Tix =Tik (t) rozwigzanie réwnania /3.16/:

wald) = £LET ) Sl

W przypadku state]j deformacji:

Vik (t) = Q = const. /3.20/

przyiozonej w chwili t = t; mozna pokazaé /22/, ze:

i"“(t) = 2Gaexp [— t—'ft—‘—]) /3.21/

gdzie T =%— jest czasem, w ktdérym naprezenia zmniejszaja sig
e-krotnie. Model Maxwella wyjaénia wiec zjawisko relaksacji
naprezeh. Mozna pokazaé /9/, ze jezeli model poddany Jjest
dziataniu wymuszania kinematycznegos '

Um(t) =V, sint, /3.22/

to uzyskuje si¢ w plaszczyénie(T,xﬂ petie histerezy /elipse/,
ktérej pole roéwna sie¢ energii rozproszonej w czasie jednego
peinego okresu zmiany odksztalcenia.

. W oérodku Maxwella Wystepuje réwniez pelzanie. Jezeli w
chwili ¢ = O przytoiymy state naprezenie:

T (t) =T, = const. /3.23/
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to otrzymamy zgodnie z /19/:

Um(t) =, ( X)) /3.24/

tzn, odksztalcenie b¢dzie wzrastaé nieograniczenie z czasem.
Model Mexwella nie_opisuje jednak zjawiska opézZnienia sprezys—
tego ani odksztatceh objetosciowych, nie moze wigc byé dobrym
modelem dla gleby, chociaz czesto stanowi element bardziej
zXozonych modell. .

Réwnie popularnym elementem modeli ztozonych jest dwupara-
metrowy model ciata Kelvina-Voigta. Réwnanie reologiczne stanu
diata Kelvina mozna w sposéb analogiczny do poprzedniego mode-
lu napisaé:

T, = z( GV, + m’m) ) /3.25/

|

Rys. 5. Model ciala Kelvina-Voigta
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" Rozwigzanie réwnania przy pomocy operatora rézniczkowania S i
"dla warunku poczgtkowego:

Viw (0') =0 : " /3.26/

ma postads

Vi ( ZG .(T ( ¢ dE, T='ne" /3.27/

W przypadku statego napreienia przytozonego w chwili ¢ = O:

T G H(t), 1328
gdzies

0qdq-°°<x<0
H(x)= {w., 0 (x4reo )

otrzymujemy zjawisko peizania w modelu:

Vix (t) = %2—@-‘('4*@% ) . /3.29/

Po zdjeciu obcigzenia w chwili t = t4, mamy zjawisko opéinie- .
nia sprezystegos

t-ty

v“(t)=v‘*<t‘)H(t't‘) e 7 /3.30/
wystepujace zaréwno przy obcigzaniu, jak i przy odcigzaniu mo-
delu. W modelu tym petla histerezy jest elipsq, podobnie jak w
modelu Maxwella, natomiast nie ma w ciele Kelvina.relaksacji
naprezeh. Poniewaz w rzeczywistych cialach staiych, a szcze-
gélnie w glebie, wystepujg zjawiska peizania, relaksacji i
opdsnienia sprezystego, wige zaden z obydwu powyzszych modeli
nie moze dobrze opisywaé gleby.

Kisiel /23/ proponuje uniwersalny dla grunté4w model ciala
M/V, Jest on réwnolegiym potaczeniem ciata St-Venanta i modelu
Maxwellas
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3 o

Rys. 6. Model ciata M/V z lepkoscig objetosciowq Nf

Aby uwzglednié zjawiska konsolidacji i filtracji dodaje sie
do czterech parametréw tego modelu lepkoéé objetosciowa N¢ .
W schematach liczni asutorzy uzywajg tioka z otworkami, zamyka-
jacego naczynle z wodg. W naczyniu umiegzcza sieg odpowiedni
model reologiczny szkieletu gruntu lub gleby. Model M/V w przy-
padku nie przekroczonej granicy plastycznosci jest modelem
standardowym /Zenera/., Model ten proponuje Tan /44/ dla itéw
chinskich, dodajac lepkosé objetoéciowq.NF. Gdy grunt jest nie-
nawodniony, to dla elementu Maxwella mamy:

)
Vix = ——-2 (—G_.+ 05 ’ /3.31/
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natomiast dla cialé St-Venanta /przy nie przekroczonej granicy
plastycznoéci jest to ciato Hooke’a/:

R '
Vi = 76 /3.32/

Réwnanie stanu dla ciata Zenera bedzie:

G+ 15 Ti& )

=4
Vi 2 G >Giz + (Gc*Gz\VS

/3.33/
poniewaz:

2

M H A
Vie=Vie =V 3 Tix =T« +Tu( .

Gdy grunt jest nawodniony, wéwczas uwzgledniamy tensory izo-
tropowe:

Tw=6uw—6odi j Vu =€u—&Six 55,

oraz fakt, Ze woda przenosi cze$é cisénienia:

F Y :
Bix =61 +6udix 3 § = 6, F+€>1,, /3.35/

gdzie:
6iw - calkowite naprezenie,
6w - cisnienie przenoszone przez wode znajdujgecg sie¢ w po-
rach,
G{; - naprezenie efektywne, tj. przenoszone w danej chwili
przez szkielet gruntowy.
Wyptyw wody z poréw gruntu pod dziataniem obcigzenia odbywa
si¢ zgodnie z prawem Darcy, zachodzi wigc dla kierunku Xi
zwigzek:

K
® =gy Owi /3.36/
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gdzie: q oznacza wydatek wody z jednostki objetosci w jedno-
stce czasu, K - wspélczynnik wodoprzepuszczalnodci gruntu - w
przyblizeniu staty dla danego'gmntu, Pw = lepko$é wody.
Zmiana objetosci wody w jednostce czasu réwna sig zmianie ob-
jetosci poréw € , -mamy wigc:

&

K ‘K' 2 .
—_— 6\N,i.i, = - — v 6w ® /3037/
Mw

7w

Scisliwoéé objetosciowa wody nie jest uwzgledniona, odksztal-
cenie objetosciowe wywotene &cisliwoscia materiatu szkieletu
wymagatoby dodania skladnika —-3%- . Jesli pomija sie Sciéli-
wosé szkieletu, to mozna napisaéd:

‘é =Qii =—

K. 2
€o=—5—‘?‘“—5 v 6u> - /3.38/

i biorgc pod uwage oznaczenias:

y o= 26e(M)) o B.Gat(GytGaleS
2 3(4+2V) 2 6, (Gi* v 5)
K2_= xz% i LZ. = Gg Wz /3.39/

ostatecznie otrzymuje sie /22, 21/:
Go =Ko ot 6u s 6u = 2L, Eue+| (3ke=2L, )€ 060 | /30807
Przy przekroczonej granicy plastycznosci, tzn. gdy T> @ nale-

%y wprowadzié opér plastyczny ® s

B = BunS

gdzie te Jest chwila przekroczenia oporu scinania e .
Jezeli uktad naprezen gioéwnych Jest:

610t ¥ 62ee Y 63cf /3.82/
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i jest zgodny z uktadem osi wspéirzednych, to warunek St-Ve-
nanta mozna zapisaé:

6 ~6, <29 /343/

oraz:
" v
6 + 61 = 6iee. /34/
W elemencie St-Venanta pamujg napreZenia:

v

6, = 6,+28,6),6,

v o
6:=—;—(6,+26:+28) . 1383/
 Poniewaz:
v v .
6‘—63 < 28, /3-46/>
wiec mozna napisads
v .
6'—6, =26, (€ -53‘) . 7347/
Natomiast w elemencie Maxwella /22, 23/:
" L] | ars w\ _
_ 6mS
| N =ghes e /3.49/
Korzystajac z /3.44/ moina napisads
" " '
O —0p =6, — 6y *ZB*(G:—G:,"), .

" m .
6 6 =66, —28,
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Jako trzecie réwnanie nalezy rozpatrywaé zwigzek miedzy czes-
ciami izotropowymi tensoréw. Kisiel /22/ proponuje rozwigzywaé
zadanie w trzech przypadkach-

/ odksztatcenie objetosciowe wraca do stamu pierwotnego,
czyli nastepuje rozpregzenie materiaiu, co obserwuje sie¢
przy Scinaniu gruntéw sypkich, po czym Jjuz nie ulega zmia-
nie.

Zwigzek izotropowy jest:

3w x,)e, =6, /3.51/

2/ objetosé w chwili Scigcia nagle sig zmniejsza, po czym da-
lej pozostaje niezmienionas:

3%, =6, . /3.52/
3/ objetosé w chwili &ciecia nie zmienia sig:
3,%6(4,)=0. /3.53/

Lgczac réwnania /3.51/, /3.52/ 1 /3.53/ z réwnaniami /3.50/
otrzymuje si¢ réwnanla stanu. Np. w trzecim przypadkus

6,=2‘|ﬁ£,+[5)€,,1f2—2‘r;}£°——§—6‘(&z—{;,)'f—g—@*% )

sg=zw4£z+[ax,v,—zm]eo+-"3—64(ez-z,)—-§—e+6w ,
6, =2, e,+[sxzv,—zm]eo—%s, (6-t)-%0+6 I

W pracy /23/ podano takize réwnania stanu modelu M/V w prze-
mieszczeniach. Kazdorazowo dodaje sie do uktaddéw réwnah typu
/3.54/ réwnanie Biota-Darcy:

- -k
o=~ 305 . /3.55/
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W pracy tej pokazano teZ relaksacje, pelzanie, opésnienie
sprezyste, konsolidacje i filtracje dla gruntéw w modelu M/V.
Zwrécono uwage,%e mozliwoSé opisu zachowania sie réznych grun—
téw jednym modelem stwarza wspélna mechanike dla rbéznych od-
mian gruntéw. Zdolnoéé do natychmiastowego odksztacenia sig
reprezentujgq w modelu M/V moduty 6, i G, . Jesli osiadanie
natychmiastowe jest mate /zwarte piaski, gliny/, to suma B,+Gy
Jest duza. W luznych piaskach, namutach, sktabych glinach, tor-
fach itp., gdzie osiadanie natychmiastowe jest znaczne, suma
G, + G2 jest maZa, Jesli predkosé narastania odksztalced w cza-
sie jest znaczna /grunty piaszczyste, pylaste/, . wéwczas lep-
kosd¢ » w modelu M/V jest mata. Odwrotnie, dla gruntéw ilas-
tych »  Jest duze. Gdy wartosé odksztalcenia w czasie znacznie
przekracza odksztalcenie sprezyste, wéwczas b, jest niewielkies
gdy Jjest odwrotnie /w gruntach piaszczystych, swirowyeh/, to
G, Jest duze. JeSli piyniecie plastyczne wystepuje juz przy
nieznacznych obcigieniach normalnych, oznacza to ze O Jest
mate /gmnty ilaste migkkie, torfy/. Odwrotnie, dla zwartych
plaskéw érednio- lub gruboziarnistych i twardych glin 8 Jest
duze, Kisiel wnioskuje z powyiszego, Ze /23/ ".., model M/V
powinien w. pierwszym przyblizeniu opisaé z dostateczna dla
praktycznych celéw doktadnoscig wszystkie zasadnicze cechy
gruntéw, niezaleznie od ich rodzaju. Réznice w wartodciach
liczbowych poszczegélnych cech beds stanowié 0 przynaleznosci
klasyfikacy;]nea danego gruntu®.
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Szwaj /38/ proponuje ulepszony model M/V dla gruntu:

N2,

64

o Ay Av v zzZzav7

Rys. 7. Ulepszony model ciata M/V Proponowany przez Szwaja

Prowadnice 5; sg wykonane z dwdch réznych materialéw, aby pod-
czas ruchu Scianek S5v tarcie na Jjednej odpowiadato spdjnosci
gruntu (C), a na drugiej - tarciu wewnetrznemu (¢ ). Elemen-
towi © nadaje sie odpowiedni ksztait, aby zobrazowaé zmiane
tej wielkoéci w czasie procesu odksztalcania gruntu. Ruch wza-
Jemny Scianek po prowadnicach powstaje w chwili odpowiadajacej
momentowi osiggnigcia przez grunt stamu réwnowagi granicznej.
Model ten zostal rozszerzony dla przypadku tréjwymiarowego
przy pomocy dwucze$ciowego naczynia wewnetrznego z oddzielnymi
dnami B, , B, /rys. 8/.
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Rys. 8. Model ciata M/V dla przypadku tréjwymiarowego wg Szwaja
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Dna te przesuwajq si¢ niezaleznie 1 sg pogczone z dwoma
przeciwlegiymi &cianami Sw, i Sw, , przylegajacymi do dwéch par
prowadnic S5z, i 52, dociskanych elementami Kby 1 Kby o
Dzigki przyjeciu réznych wartosci parametréw G ,n i ® mozna
opisaé anizotropie i niejednorodnosé w gmntach, poniewaz
wielkoéci te zaleza od potozenia badanego punktu i kierunku
enizotropii. Model wydaje sie¢ jednak zbyt skomplikowany.

Tan /42, 44/ przedstawia modele dla itéw holenderskich
/rys. 9/ i chinskich /rys. 10/.

G2

{PY

V3. b

Rys. 9. Modele Tana dla itéw holenderskich
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Gl '21

Rys. 11. Model lesséw chifskich wg Dmitruka
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Inny model /rys. 11/ dla lesséw chifiskich proponuje Dmitruk
/45/, gdzies Ty 17T, sg odpowiednikeami paremetréw O, 18, .

Najogblniejszymi modelami bedq modele calkowe. JeZzell mamy
duzg ilosé elementdéw Maxwella polqczonych réwnolegle a para-
metry sgsiednich elementéw rézm.q, si¢ bardzo mato od sieble,
to otrzymujemy /rys. 9/ funkcj¢ releksacji w postaci:

_6_& - f 5(1) cxp[— ——]d’f /3.56/

Podobnie dla nieskoﬁozone;j liczby potgczonych szeregowo ele-
mnentéw Kelvina-Voigte otrzynmjemy funkcje pelzsania:

&(t) f .R_.( - exp —Ttt—])d‘f. | 13.57/

W powyzszych zwigzkach 6‘ ;j“est napreieniem, € - odksztalceniem,

E - modulem spreiystosei, al = %—.



ZAKONCZENIE

Wszystkie wymienione modele majg ograniczong stosowalnoéé.
Poza wspomnianymi ograniczeniami wynikajgcymi z zalozonej jed-
norodnoéci, izotropowosSci itd., istotnym ograniczeniem jest
zalezno$é migdzy czestotliwodcig drgat wymuszonych, a energia
tiumienia drgan. W szczegdédlnoSci w modelu Kelvina-Voigta ener-
gia wiasciwa tiumienia jest wprost proporcjonalna do czestosci
drgah wymuszonych, natomiast w modelu Maxwella energia tiumie-
nia jest odwrotnie proporcjonalna do czesto$ci drgaid wymuszo-
nych /9, 14/. Tego typu proste zaleznosci istniejg tylko dla
niektérych materiatow, ’

Istotnym problemem jest dodwiadczalna weryfikacja wybranego
modelu reologicznego. Reologiczne réwnanie stamu zapisane w
postaci tensorowe]

R=R(6y,6,6;€i)=0 /3.58/

jest stuszne tylko w nieskonczenie malej objetoéci rozwazanego
ciata otaczajgcej badany punkt. Jednak eksperymentalnie nie
Jesteémy w stanie zbadaé naprezen i odksztalceh w infinitezy-.
malnie malej prébce. Reiner /36/ méwi o dwéch réznych krzywych
(6 - &) uzyskanych przy rozciaganiu prébki stali - krazywej
technicznej i reologicznej. Krzywe te pokrywaja sie, gdy cata
prébke poddamy jednakowemu stenowi naprezenia.

W badaniach zaleznodci 6-& dla gleb i gruntéw uzywa sie
aparatéw Scinania, Sciskania jedno- i trdjosiowego oraz rézne-
go rodzaju plastometrdéw i plastwiskozymetréw. W aparatsch tych
stbsuje si¢ prébki o tak dopasowanych wymiarach, aby wytworzyé
mozliwie jednorodny stan naprezenia w prébece. Gléwnym zrddiem
biledéw Jjest zamocowanie koncdw prébki /dlatego stosuje sie
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prébki mozliwie dlugie/ oraz Jej grubosé. Dlatego najlepsze
wydaja sie aparaty, w ktérych prébka ma ksztait cienkobciennej
rury. Najlepszym aparatem skonstruowanym w Polsce wydaje sig
aparat zbudowany w wyniku wspéipracy Katedry Mechaniki Gruntéw
" i1 Fundamentowania Politechniki Lédzkiej i Zakiadu Mechaniki
Osrodkéw Ciggrych IPPT PAN. Prébka rurowa ma wymiary ¢ wew-
netrzne 130 mm, zewngtrzne 150 mm i wysokoéé h = 167 mm, i po&p
dana jest obcigZeniu osiowemu oraz momentowi skrecajacemu przy
stalym cisnieniu hydrostatycznym. Aparat posiada €i3gig rejes-
tracje wszystkich wielkosci.

Reologia rozwinegla sie giéwnie w mechanice ‘teoretycznej
gruntu, a w zastosowaniach praktycznych szczegbélnie w dziedzi-
nie wytrzymaloéci materiatéw i w budownictwie, dlatego tez
przedstawiajgc w pracy niektére modele uzywano terminu - grunt.

Maszyny rolnicze, usywane do mechanicznej obrébki gleby,
sumarycznie wykonuja niewspéimiernie wigkszg prace ni% maszyny
uzywane do celédw budowlanych. Nie mozna tez pomingé fakbtu, e
maszyny rolnicze poruszane sg pojazdami, ktére oddziatujg swy-
" mi zespotami napedzajgcymi bezpodrednio na glebg. Konieczna
jest zatem znajomosé trakeyjnych wiasSciwoéci gleby. Stwierdzo-
no, %e oddzialywanie naprezen statycznych i dynamicznych: jed-
nokrotnych i wielokrotnych, powoduje zupeinie inne odksztatce-
nia w glebie. Dzislanie tych naprezeh wplywa w rézny sposéb na
zmiane struktury gleby, ktéra powinna byé optymalna ze wzgledu
na jej wtasciwosci wodno-powietrzne i mechaniczne.

Efekty uzyskiwane poprzez zabiegi agrotechniczne sg w wigk-
szosci niekontrolowane, gdys dotychczas brak jest teorii prze-
widujacych zachowanie sig gleby; dlatego tez trudno jest kon-
struowaé i stosowaé odpowiednie narzedzia rolnicze. Dotychczas,
by przewidzieé wyzej wymienione efekty, stosowano metody eks-.
perymentalne, polegajace na wyznaczaniu wielu wspdiczynnikéw,
Badania prowadzono dla réznych kombinacji: pojazd ciggnacy -
maszyna rolnicza, a wyniki opracowywano statystycznie i na ich
podstawie dokonywano optymalnego wyboru sposobu uprawye.

Nalezy sqdzié, ze teoretyczny opis wtasnosci mechanicznych
gleby, tzn. tworzenie jej modeli reologicznych, moze byé bar-
dzo przydatny do przewidywania efektéw réznego oddziatywania -
naprezeh na glebe. Wynikiem tego bedzie zas wybér odpowiednie-
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go sposobu obrébki mechanicznej gleby.

Ze wzgledu na wielkie zrdéZnicowanie gleb nie istnieje moz-
liwosé ustalenia ich cech ogbélnych, wspéblnych dla wszystkich.
Nie mozna jednak %gdaé od modelu, aby opisywal wszystkie szcze-
gbélowe przypadki zachowywania sig¢ gleby. Modele jednak spektnia
wiasciwie swe zadania, jezeli przyjmiemy pewng granice dokzad-
noéci opisu. Szczegdlnie przydatne w praktyce bedg modele uni-
wersalne, w ktérych eliminujgqe poszczegdlne parametry mozna
uzyskiwaé modele prostsze, odpowiadajgce réznym szczegbdlnym
przypadkom odksztatcehr danego materialu. Reiner /37/ stwier-
dzit, ze "... kazdy rzeczywisty material posiada wszystkie bez
wyjatku wlasciwosci reologiczne, aczkolwiek w réinym stopniu.
Réwnenia reologiczne ciala prostszego mozZna uzyskaé z réwnania
reologicznego ciata bardziej zlozonego przez przyréwnanie do
zera dziatania odpowiednich parametréw ciata ziozonego®.

Zardéwno metody badawcze, jak i modele reologiczne uiywane
w mechanice gruntu maja ograniczony zakres stosowanis dla gle—
by. W zagadnieniach gruntoznawstwa 1 budownictwa wystepujg
problemy quasistatyczne, majace z punktu widzenia termodynami-.
ki przebieg izotermiczny, natomiast obcigZenia dynamiczne w
glebie prowadzg raczej do procesdw adiabatycznych, wskutek
skoficzonych predkosci proceséw dysypacji energii.

Metody eksperymentalne adoptowane z gruntoznswstwa muszg
byé modyfikowane giéwnie w kierunku zwieksgzenia zakresu pred-
koéci odksztalceh. W przedstawione]j pracy uzywano zalozein kla-
sycznej mechaniki osrodkéw cigqgiych, tj. przyjmowano, %e oSro—
dek badany jest ciagly i jednorodny, poniewaz /z wyjgtkiem
nielicznych préb/ wszystkie prace dotyczace mechaniki osrodkéw
rozdrobnionyeh, takich jak grunty, proszki, gleby i inne, ko-
rzystaja z tych zalozen, adoptujqc rozbudowany aparat geome-
_trii rézniczkowej w celu przedstawienia naprezen i odksztate
cen w postaci tensoréw, ktére sg szczegdlnie wygodne W reclo-
gli. Poniewas zatozenie cigglodeci i jednorodnosci dla ofrodka
glebowego jest watpliwe, przyszise prace teoretyczne winny isé
. w kierunku wyeliminowania tego zalozenia, np. przez wykorzys-'
- tanle metod statystycznych badania histerezy napreienie—od-
ksztatcenie oraz badan modelowych.
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